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Capitolul 0

Ce este topologia?

Dincolo de rolul geometriei, care se ocupd de cantitdti
si care dintotdeauna se studiazd cu mare zel, inainte
de a vorbi de un alt rol, pdnd atunci necunoscut,

G. Leibniz a fost cel care a botezat-o «geometria pozitiei».
Leibniz a stabilit cd aceastd ramurd a geometriei
trebuia sd se ocupe doar de pozitia si de proprietdtile
care derivad din eq, fard a se interesa de cantitdti

sau de calculul lor [...]. De aceeq, de curdnd, cdnd

au fost discutate unele probleme aparent referitoare

la geometrie, dar a cdror enuntare nu a inclus

vreo definire a cantitatii si solutionarea nu i-a prevdzut

calculul, nu a ezitat sd o asocieze geometriei pozitiei.

(Leonhard Euler, 1707-1783).

Topologia este probabil cea mai noua dintre numeroasele ramuri
ale matematicii clasice. Spre deosebire de algebra, de geometrie
si de teoria numerelor, ale caror origini sunt foarte vechi, topolo-
gia a aparut in secolul al XVII-lea, cu numele de analysis situs, deci,
analiza pozitiei.

Topologia poate fi definitd ca sectorul matematicii care stu-
diaza in special continuitatea si cateva concepte mai generale care
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deriva din ea, cum ar fi proprietatile figurilor ce nu depind de
notiunile de mdrime si formd.

Este o definitie mai degraba adecvata, mai ales daca se tine cont
de dificultatile generate de nevoia de sintetizare a unei ramuri a
matematicii care include concepte si tehnici complexe. Explicat pe
scurt, topologia se ocupa de proprietatile figurilor geometrice care
raman neschimbate cind figura este pliatd, intins3, comprimata sau
deformatd in vreun fel, care nu creeaza noi puncte, nici nu gene-
reaza alte puncte; presupune, cu alte cuvinte, c3 existd o corespon-
denta biunivoca - adica o relatie unu la unu - intre punctele figurii
originale si punctele figurii transformate si ca transformarea pune
in miscare puncte apropiate in puncte apropiate. in matematici,
aceastd ultimad proprietate este numitad continuitate, si se referd la
obiecte a cdror transformare directd si inversa (cea care ,anuleazad”
deformarea originali) este intotdeauna continui. In aceasti teorie
matematica, astfel de transformari reversibile se numesc home-
omorfisme sau echivalente topologice.

Topologia studiaza proprietatile calitative ale obiectelor; aceasta
inseamna, printre altele, ca pozitia si marimea lor nu au importanta:
doud obiecte sunt topologic echivalente cind este posibil sa se ob-
tind unul din altul fara a tdia si fara a lipi elemente care nu fusesera
deja prezente la plecare. Cu alte cuvinte, pentru a realiza o transfor-
mare topologicd, care, sd amintim, este reversibild, punctele, care la
inceput erau ,apropiate”, trebuie sd fie ,apropiate” si la sfarsit. Se
spune ca aceasta transformare este continud si, dat fiind ca acest
proces este reversibil, transformarea inversa este si ea asemenea.

Cine se ocupa de topologie studiaza aceleasi obiecte luate in
considerare de geometrie, dar o face cu o ,privire” diferiti. In do-
meniul topologiei nu conteaza nici distantele, nici unghiurile si nici
macar formele obiectelor, dimensiunile lor si alinierea punctelor lor.
In topologie o elipsi este echivalentd cu o circumferinti si aceasta
este homeomorfd perimetrului unui patrat, indiferent de dimensiu-
nea acestor obiecte. Ceea ce defineste aceste trei figuri geometrice

Topologia



Figura 1. in topologie o
elipsé este echivalenta
cu o circumferinta si
aceasta dinurma este
haomeomaorfacu un
patrat, indiferent de
dimensiunea lor.

este prezenta curbelor inchise; in topologie ele nu se disting, pen-
tru ci este posibil s3 treacd in maniera continud din una intr-alta
prin transformari continue si reversibile. in ce mod? Sa presupunem
ci cele trei forme din figura 1 ar fi ficute din plastilina. Cu putina
ribdare este posibil si transformam un cerc intr-o elipsa si aceasta
din urm3, Intr-un pitrat, fird sa rupem plastilina si fara sa adaugam
ceva care nu fusese prezent in figura initiala.

Ati observat vreodatd indeaproape harta metroului din ora-
sul vostru sau pe aceea a oricdrui alt loc pe care aveti intentia sa-1
vizitati? Privind-o cu atentie, observati cd toate traseele indi-
cate sunt formate din linii drepte, care se incruciseaza intre ele: linii
orizontale, verticale si oblice. In plus, distantele care separa dife-
ritele opriri pe hartd nu sunt proportionale cu distantele reale. O
asemenea harta se numeste plan topologic si prezinta esenta topo-
logiei intr-o manierd simpla. De ce? Pentru ca persoanele care iau
metroul nu sunt interesate si stie forma traseului pe care trebuie
si-1 parcurgd, au nevoie sd cunoasca alte date, cum ar fi numele sta-
tiei de plecare, pe acela al statiei de sosire, numarul de opriri pe
care trebuie si le depdseasca pentru a ajunge la destinatie si timpii
de calatorie.

Ce este topologia?
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i i Figura 2. Harta
[ Metro Rail & Busway ' e metroului din

Los Angeles

(Statele Unite).

Bo= Py
= s fff,/ff/_/

Aceste planuri sintetice rezuma toata informatia necesara prin
noduri simple - statiile - si linii colorate, cu o interpretare simpl3,
care unesc toate aceste puncte. Este vorba de o maniera mai degraba
eficace si concisd de prezentare a realitatii si de inlocuire a vechilor
harti geografice care aratau aspectul parcursului masurat si care,
din cauza tuturor curbelor, a schimbarilor de directie si a diferitelor
proportii care le caracterizau, erau mult mai dificil de inteles. Numele
care-] identifica este, intr-adevar, potrivit: topologia face abstractie
de dimensiunile, de pozitiile si de formele obiectelor, pentru a incerca
sad inteleaga sau sa observe intr-o manierd mai simpli proprietitile
calitative din astfel de forme exterioare, fie ele carateristici, precum
numadrul elementelor care le compun, sau gaurile pe care le contin.

Matematicienii se ironizeaza adesea, spuniand ca expertii in to-
pologie nu stiu sa distingd o gogoasa de o ceasca de cafea. S3 ne
intoarcem din nou la plastilina: cum se poate vedea in figura 3, este

Topologia



Figura 3. Cestile de cafea
nu se diferentiaza de
gogoasa.

posibil sa transformam o ceascd de plastilind intr-o gogoasa din
acelasi material, fira a face vreo ruptura. In plus, zdrobind, cilcind
si modeland plastilina, este posibil sa recuperdm forma originara a
cestii plecind de la gogoasa, fara a separa catusi de putin materialul.
Transformarea unei cesti intr-o gogoasa se numeste homeomorfism.
Acesta este motivul pentru care, din punct de vedere al topologiei,
aceste doud obiecte nu sunt distincte! Caracteristica topologica pe
care o au aceste obiecte in comun este data de faptul ca ambele au
un inel; acesta din urmai exista in topologie cu acelasi nume.

August Ferdinand Mobius

fn 1840, fnainte ca Francis Guthrie si fi propus faimoasa problema
a celor patru culori (despre care vom vorbi pe larg In cursul acestui
volum), matematicianul si astronomul german August Ferdinand
Mobius (1790-1868) a ridicat urmatoarea intrebare, cunoscuta ca
,problema celor cinci principii”:

Era odatd un rege cu cinci fii. In testamentul su si-a exprimat dorinta

ca, ]a moartea sa, regatul siu si fie impartit in cinci regiuni astfel incat

Ce este topologia?
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fiecare dintre ele sa se invecineze cu celelalte patru. Este posibil ca ul-
tima dorintd a regelui sa fie indeplinita intocmai?

Chiar dacd in acele timpuri termenul topologie nu era inci folosit,
este vorba de toate efectele unei probleme topologice: aici, de fapt,
nu conteaza forma, nici dimensiunea celor cinci regiuni, ci doar po-
zitia lor relativd, care trebuie si satisfaci conditia conform cireia
fiecare dintre ele trebuie sa aibd o frontierd in comun cu celelalte
patru. Raspunsul la aceastd dilema este nu si acesta se poate demon-
stra in mod destul de simplu prin intermediul teoriei grafurilor, pe
care o vom vedea in detaliu cand vom vorbi despre teorema celor
patru culori. Oricum, problema ridicatd de Mébius ne este utild pen-
tru a ilustra indiscutabilul sdu interes pentru ideile de naturi topo-
logica; de aceea, nu surprinde ci Mébius este considerat unul dintre
pionierii acestei discipline.

Cu aproximativ zece ani mai inainte, el a fost primul care a in-
trodus coordonatele omogene (folosite pentru a descrie punctele) in
geometria proiectiva, sectorul geometriei care studiazi proprietatea
incidentei figurilor geometrice, modeleazi conceptele intuitive de
perspectivd si orizont si se ocupd cu proprietatile figurilor geometrice
pastrate de proiectie. Mobius este cunoscut si pentru introducerea
sistemului de coordonatele baricentrice ale geometriei analitice. Cu
toate acestea, este amintit mai ales pentru descoperirea proprietati-
lor topologice ale benzii lui Mébius (a se vedea capitolul 2 din acest
volum), care, aproximativ in aceeasi perioads, a fost atent studiatj si
de Johann Benedict Listing (1802-1882).

Aproape toata munca lui Mobius a fost publicati in Crelle, prima
revista dedicata exclusiv articolelor stiintifice de matematica. Desi
publicatiile matematice ale lui Mébius nu fuseseri totdeauna origi-
nale, descrierile sale se distingeau prin prin faptul ci erau mereu
accesibile si ilustrative. De fapt, biograful siu, Richard Baltzer, refe-
rindu-se la contributiile lui Mébius in matematic3, spunea:
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Prin cercetirile sale, atinse inspiratia mai ales prin bogata fantana a
mintii sale geniale. Intuitia sa, la fel ca si problemele pe care le-a ridi-
cat si modul cum le-a rezolvat, este dovada extraordinarului sdau geniu,
original si, in acelasi timp, natural. A lucrat in solitudine, cu calm si cu
discretie si si-a tinut munca aproape in secret pana cand fiecare lucru a
fost pus la locul s3u. A asteptat ca roadele mintii sale sa se fi maturizat
fird a se precipita, fird emfazi si fira a ardta vreodata arogantd. Abia
apoi, dupa aceasta lungi asteptare, s-a decis sd publice lucrdrile sale

perfectionate.

Multe concepte matematice poartd numele acestui teoretician;
intre acestea citam: transformarea lui Mobius (o functie importanta
in geometria proiectivd), transformata lui Mébius (folositd in teoria
numerelor), functia aritmetici a lui Mébius, p(n) (folosita in teoria
numerelor si combinatoric3), formula de inversiune a lui M6bius pri-
vind functiile aritmetice, planul lui Mobius (un tip special de struc-
turd geometrica si unul dintre cele trei tipuri de planuri ale lui Benz).
in onoarea sa, a fost dat numele de Mobius atit unui crater lunar, cat
si unui asteroid (28516).

Aceasti carte Isi propune si descrie obiectul de studiu al acestei
ramuri a matematicii si s3 explice prin numeroase exemple cum se
lucreaza in acest domeniu. Topologia este o parte foarte abstractd
a matematicii, unde avem de-a face cu obiecte complexe, cu situatii
chiar dificil de imaginat, in mare parte. Diferit de ceea ce se intam-
pla in alte discipline, in topologie se incepe inca de la primii pasi
lucrul cu spatii abstracte, cu structuri mai putin intuitive si, pentru

Ce este topologia?
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MOBIUS, INTRE ASTRONOMIE SI MATEMATICA

August Ferdinand Mbbius s-a nascut la Schulpforta
{Saxonia Superioara, Germania), A fost unicul fiu al
lui Johann Heinrich Mébius, profesor de dans, sl al
Johannei Katharine Christiane Keil, descendenta di-
recta a reformatorulul religios Martin Luther (1483-
1646). Tatdl moare cand August Ferdinand avea
doar frel ani si mama a preluat sarcina educatiel sale
pana la treisprezece ani.

Tn 1803, M&bius incepe s frecventeze scoala
Figura 4. August gmnaziala din Schulpforta, unde absolva in 1809.
Ferdinand Mobius. Familia sa vola ca el sa studieze dreptul, dar el

a urmat cursurile doar un semestru, pentru ca Isi

si-a dat seama ca nu era ceea ce 1l interesa. Astfel

anceput sa studieze matematica, astronomia si fizica in diverse institutii

de invatamant superior. Pentru inceput, s-a inscris la Universitatea din

Leipzig, unde a frecventat cursurile de astronomie tinute de matematici-
anul si astronomul Karl Mollweide (1774-1825).

in 1813 se transfera la Universitatea din Gottingen pentru a studia as-

tronomia sub Indrumarea matematicianului si fizicianului Carl Friedrich

Gauss (1777-1855), Inacel timp, director al Observatorului din Géttingen.

ca este vorba de matematica calitativa, nu existd operatii sau calcule
care sa ne permita sa intelegem mai bine unele rationamente.

Dar... sa nu ne descurajam! Motivele expuse pana aici nu ne
impiedicd sa abordam unele aspecte ale topologiei care ne-ar ajuta
sa intelegem esenta acestui domeniu al matematicii. Obiectivul ulti-
melor capitole este acela de a expune principiile topologiei si princi-
palele instrumente ale acestei discipline si, in acest scop, vom folosi
unele exemple clasice, care sunt relativ simplu de explicat. In aceasti
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Succeslv, a mers la Universitatea din Halle, unde a avut ca profesor pe
celebrul matematician Johann Friedrich Pfaff (17/65-1825), supervizor
formal al lui Gauss si precursor al scolil germane de gandire matematica,
care a stabilit In mare masura liniile matematicil care au fost dezvoltate in
cursul secolului al XIX-lea.

La Halle, sub supravegherea lui Pfaff, Mobius a scris teza sa de
doctorat, intitulata De computandis occultationibus fixarum per planetas
(1815), care era despre metodele de calcul aplicate In studiul stelelor
fixe, ascunse de planste. In acelasi an a inceput sa pregateasca teza
sa de abilitare, cea mai naltd calfficare academica In tari ca Germania,
unde este necesara pentru a putea obtine un post de Privatdozent, adica
de profesor universitar. Dupd ce a reusit s& evite Inrolarea In armata
prusaca, el a realizat propria teza de abilitare despre ecuatiile trigono-
metrice. '

in 1816, recomandat de Gauss, Mdbius devine profesor extraor-
dinar la catedra de astronomie si mecanicd supericara la Universitatea
din Leipzig — trebuise sa astepte pana in 1844, inainte de a deveni pro-
fesor titular, datoritd marii sale reputatii de cercetator — si observator la
Observatorul din acelasi orag, al carul director devine in 1848, Din 1846
a fost membru al Academiei Stiintelor din Gottingen.,

Mobius a murit la Leipzig, la varsta de saptezeci si sapte de ani, 1&-
sand posteritatii o importantd mostenire stiintifica, in special in domeniul
topologiel.

carte nu veti gasi niciun miliard de numere, nicio lunga serie de for-
mule, niciun sir de operatii matematice.

in orice caz, pentru a intelege mai bine unele dovezi, textul ofera
un numir bun de imagini explicative. In plus, vom evita si introdu-
cem concepte si detalii complexe de natura tehnica.

Capitolul 1 este singurul caracterizat de o abordare putin mai teh-
nica. Pentru a putea defini in mod adecvat ce anume este topologia,
trebuie mai intdi s introducem niste concepte putin abstracte. In

Ce este topologia?
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orice caz, vom incepe prin a vorbi despre distante, vom face, deci,
primii pasi de la un argument cunoscut si de Inteles intuitiv, care ne
va conduce apoi pani la spatiile metrice si la cele topologice. In plus,
vom introduce un foarte frumos si stimulant exemplu - multimea
ternara a lui Cantor - pentru a incheia capitolul prezentand o teo-
rema a topologiei multimilor.

In capitolul urmitor vom vorbi despre suprafete. Prin demon-
stratii cu caracter fundamental vizual, vom analiza toate ingredien-
tele care sunt necesare pentru ca la final sa se enunfe o teorema
a clasificarii cici, data fiind orice suprafatd compactd, ne permite
s3 o recunoastem datoritd unei liste care contine toate suprafetele
existente, Mai mult, vom reaminti ce anume este banda lui Mébius -
care nu este o suprafatd compacts, ci o suprafata cu o margine - si,
pe langa explicarea relatiei sale cu suprafetele compacte, ne vom
aminti unele dintre aparitiile sale in domenii care deriva din stiinta.

Teoria topologici a grafurilor va fi tratatd in capitolul 3. In primul
rand, vom prezenta faimoasa problemi a podurilor din Konigsberg?,
apoi vom vorbi despre teorema celor patru culori. Aceasta din urma
s-a ndscut ca o simpla curiozitate dar, in ciuda formuldrii usor de
inteles, a durat peste o sutd de ani pentru a fi demonstratd. Este un
exemplu extraordinar de cautare a solutiei unei probleme concrete
care poate sa ducd la dezvoltarea a noi teorii matematice, care apoi
cresc independent pana cind deschid importante domenii de cerce-
tare. In plus, vom comenta marea controversa care isi are originea
mai tarziu in demonstrarea acestei teoreme.

Ultimul capitol va introduce cateva concepte legate de topolo-
gie, insi fird a intra prea mult in detalii. in primul rind, vom vorbi
despre teoria topologica a nodurilor, care are aplicatii surprinza-
toare in numeroase domenii. in timp ce primele trei capitole se
ocupd substantial de topologia multimilor, in ultimele pagini ne vom

1 Vezi, in acest sens, lucrarea De la podurile din Konigsberg la retelele sociale. Teoria grafurilor
si a retelelor complexe, ],Galeano si [ M. Pastor, Milano, Hachette, 2019.
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